
Optymalizacja systemów

Wykład 6. Metody optymalizacji z ograniczeniami



Numeryczne metody optymalizacji z 

ograniczeniami

𝑥∗ → 𝐹 𝑥∗ = min
𝑥∈𝒟𝑥

𝐹 𝑥

1. Metoda transformacji 

zmiennych

2. Metody funkcji kary

- kara zewnętrzna (kara)

- kara wewnętrzna (bariera)

3. Metody poprawy kierunków

4. Inne



Metoda transformacji zmiennych

𝑥∗

𝑧∗

min
𝑥∈𝐷𝑥

𝐹(𝑥)

min
𝑧∈𝑅𝑠

ത𝐹(𝑧)

𝑝: 𝑅𝑠 → 𝒟𝑥

𝑥 = 𝑝 𝑧
ത𝐹 𝑧 = 𝐹 𝑝 𝑧

𝑧 ∈ 𝑅𝑠 → 𝑥 ∈ 𝒟𝑥



Przykład

𝐷𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝑥(𝑠) ≥ 0, 𝑠 = 1, 2, … , 𝑆

𝑥 𝑠 = 𝑧 𝑠 2
lub  𝑥 𝑠 = 𝑥 𝑠

𝑧 𝑠 ∈ 𝑅𝑠 → 𝑥 𝑠 ∈ ሾ0,∞)



Przykład

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝑎𝑠 ≤ 𝑥 𝑠 ≤ 𝑏𝑠 , 𝑠 = 1, 2, … , 𝑆

𝑥 𝑠 = 𝑎𝑠 + 𝑏𝑠 − 𝑎𝑠 sin2 𝑧 𝑠

𝑧 𝑠 ∈ 𝑅1 → 𝑥 2 ∈ ሾ𝑎𝑠, 𝑏𝑠]



Przykład

𝐹 𝑥 = 𝑥
𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅1 𝑥 ≥ 1}

𝑥∗ → min
𝑥≥1

𝑥

𝑥 = 𝑧2 + 1 = 𝑝 𝑧

𝑧 ∈ 𝑅 → 𝑥 ∈ 1,∞

ത𝐹 𝑧 = 𝑧2+1

𝑧∗ → min
𝑧𝜖𝑅

ത𝐹 𝑧

𝑧∗ → min
𝑧𝜖𝑅

(𝑧2+1)

𝑧2 + 1
′
= 2𝑧 = 0

𝑧∗ = 0

𝑥∗ = 𝑝 𝑧∗ = 𝑧∗ 2 + 1 = 1



Metoda transformacji zmiennych

𝑥∗

𝑧∗

min
𝑥∈𝐷𝑥

𝐹(𝑥)

min
𝑧∈𝑅𝑠

ത𝐹(𝑧)

𝑝: 𝑅𝑠 → 𝒟𝑥

𝑥 = 𝑝 𝑧
ത𝐹 𝑧 = 𝐹 𝑝 𝑧

𝑧 ∈ 𝑅𝑠 → 𝑥 ∈ 𝒟𝑥



Metody funkcji kary

Kary zewnętrzne (kary)

𝐹𝑘 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝑟𝑘𝐾𝑧 𝑥

= 0 𝑥 ∈ 𝒟𝑥

𝐾𝑧(𝑥)

> 0 𝑥 ∉ 𝒟𝑥



𝑟𝑘 > 0 lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = ∞



Przykłady funkcji kary zewnętrznej

𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝜑𝑙 𝑥 = 0, 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿, 𝜓𝑚 𝑥 ≤ 0, 𝑚 = 1, 2, … ,𝑀}

𝜑𝑙 𝑥 → 𝐾𝑙𝑧 𝑥 = 𝜑𝑙 𝑥
2
, 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿

𝜓𝑚 𝑥 → 𝐾𝑚𝑧 𝑥 = max 0, 𝜓𝑚 𝑥 2, 𝑚 = 1, 2, … ,𝑀

𝐾𝑧 𝑥 =෍

𝑙=1

𝐿

𝑟𝑙 𝜑𝑙 𝑥
2
+ ෍

𝑚=1

𝑀

𝜌𝑚 max{0, 𝜑𝑚 𝑥 }



Przykład

𝐹 𝑥 = 𝑥 1 2
+ 𝑥 2 2

𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅2, 𝑥 1 + 𝑥 2 − 2 = 0}
𝐹𝑘 𝑥 = 𝑥 1 2

+ 𝑥 2 2
+ 𝑟𝑘 𝑥 1 + 𝑥 2 − 2

2

𝐹𝑘
′ 𝑥 = 0

2𝑥 1 + 2𝑟𝑘 𝑥 1 + 𝑥 2 − 2 = 0

2𝑥 2 + 2𝑟𝑘 𝑥 1 + 𝑥 2 − 2 = 0

𝑥(1) = 𝑥(2)

+2𝑟𝑘 𝑥 1 + 𝑥 2 − 2 = 0

𝑥
(1)

= 𝑥
(2)

=
2𝑟𝑘

2𝑟𝑘 + 1

𝑥 1 = 𝑥 2 = lim
𝑟𝑘→∞

2𝑟𝑘
2𝑟𝑘 + 1

= 1, 𝑥 =
1
1



Modyfikacje

Zaczynamy coraz wcześniej



Kary wewnętrzne (bariery)

𝐹𝑘 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝑟𝑘𝐾𝑤(𝑥)

𝐾𝑤(𝑥) – taka funkcja, że

∃ 𝑥1, 𝑥,2 , … , 𝑥𝑛 ∈ 𝒟𝑥 lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥 ∈ 𝒟𝑥

∃𝑘 𝐾𝑤 𝑥𝑘 + 1 > 𝐾𝑤(𝑥𝑘)



Kary wewnętrzne (bariery)

𝑟𝑘 > 0 lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = 0



Kara wewnętrzna (metoda Carrola)

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠 , 𝜓𝑚 𝑥 ≤ 0, 𝑚 = 1, 2, … ,𝑀

𝐾𝑤 𝑥 = σ𝑚=1
𝑀 −𝑟𝑚

𝜓𝑚(𝑥)
, 𝑚 = 1, 2, … ,𝑀



𝐷𝑥 𝜀 +



Przykład

𝐹 𝑥 = 𝑥; 𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑥 ≥ 1 ≡ {𝑥 ∈ 𝑅1, 1 − 𝑥 ≤ 0}

𝐾𝑤 𝑥 =
−1

1 − 𝑥
=

1

𝑥 − 1

𝐹𝑘 𝑥 = 𝑥 + 𝑟𝑘
1

𝑥 − 1

𝐹′ 𝑥 = 1 +
−𝑟𝑘
𝑥 − 1 2 = 0

𝑥𝑘 = 1 ± 𝑟𝑘

𝑥𝑘 = 1 − 𝑟𝑘 ∉ 𝒟𝑥

𝑥𝑘 = 1 + 𝑟𝑘 ∈ 𝒟𝑥

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 1



Metoda Rozebrocka

𝑙𝑚 𝑥 ≤ 𝑋𝑚 𝑥 ≤ 𝑢𝑚 𝑥 𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑀

𝑙𝑚 𝑥 ≤ 𝑋𝑚 𝑥 ≤ 𝑙𝑚 𝑥 + 𝛼

𝑢𝑚 𝑥 ≤ 𝑋𝑚 𝑥 ≤ 𝑢𝑚 𝑥 − 𝛼

𝑃 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 − 𝑓∗ 3𝜇 − 4𝜇2 + 2𝜇3

𝜇 =
𝑙𝑚 𝑥 +𝛼−𝑋𝑚 𝑥

𝛼
lub 𝜇 =

𝑋𝑚 𝑥 −𝑢𝑚 𝑥 +𝛼

𝛼

𝑙𝑚 𝑥 + 𝛼 ≤ 𝑋𝑚 𝑥 ≤ 𝑢𝑚 𝑥 − 𝛼

𝑃 𝑥 = 𝑓 𝑥



Metoda Rozebrocka

𝑥

𝑢𝑚 𝑥𝑙𝑚 𝑥

𝑋𝑚 𝑥

𝑢𝑚 𝑥 − 𝛼𝑙𝑚 𝑥 + 𝛼

𝑓 𝑥

𝑃 𝑥

𝑃 𝑥 , 𝑓 𝑥



Metoda modyfikacji kierunków

𝑑 =
𝛻𝑥𝜓𝑚(𝑥)

‖𝛻𝑥𝜓𝑚 𝑥 ‖
−

𝛻𝑥𝐹(𝑥)

‖𝛻𝑥𝐹 𝑥 ‖

𝑥:𝜓 𝑥 − 𝛿 ≤ 0



Metoda rzutowania - Rozena



Metoda Compleks (Boxa)

Metoda Neldera-Meada (simplex)

𝑥1 𝑥2 …𝑥𝐾 - kompleks w przestrzeni 𝑠-wymiarowej 𝐾 ≥ 𝑆 + 1

𝑥𝐻 → 𝐹 𝑥𝐻 = max
1≤𝑠≤𝐾

𝐹(𝑥𝑠)

ҧ𝑥 =
1

𝑠
෍

𝑠=1,𝑠≠𝐻

𝐾

𝑥𝑠

𝑥∗ = 1 + α ҧ𝑥-𝑥𝐻

𝐷𝑥: 𝑙𝑠 ≤ 𝑥 𝑠 ≤ 𝑢𝑠 s = 1, 2, … , S
𝑙𝑚 ≤ 𝑥𝑚 𝑥 ≤ 𝑢𝑚 𝑚 = 1, 2, … ,𝑀

𝑥𝑘=𝑙𝑘 + 𝑟𝑘 𝑢𝑘 − 𝑙𝑘 , 𝑟𝑘 − 𝑙𝑖𝑐𝑧𝑏𝑎 𝑙𝑜𝑠𝑜𝑤𝑎 ∈ 0, 1 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝐾
𝐽𝑒ś𝑙𝑖 𝑥𝑘𝑛𝑖𝑒 𝑛𝑎𝑙𝑒ż𝑦 𝑑𝑜 𝐷𝑥 𝑡𝑜 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑠𝑢ń 𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡 𝑤 𝑘𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑘𝑢 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑𝑢 𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡ó𝑤

𝑧𝑎𝑎𝑘𝑐𝑒𝑝𝑡𝑜𝑤𝑎𝑛𝑦𝑐ℎ



Metoda Complex

DANE: 𝑥0, 𝑐, 𝜀, K, α 𝑧𝑎𝑙𝑒𝑐𝑎𝑛𝑒 𝐾 = 2𝑆, α = 1.3
Krok 0: 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝐾 ∈ 𝐷𝑥 - complex początkowy,  𝑛 = 0
Krok 1: Wyznacz promień minimalnej kuli zawierającej komplex 𝜌𝑚𝑖𝑛

Krok 2: Sprawdź czy 𝜌𝑚𝑖𝑛 < 𝜀 jeśli tak to stop, w przeciwnym przypadku krok 3

Krok 3: 𝑥𝐻 → 𝐹 𝑥𝐻 = max
1≤𝑠≤𝑆+1

𝐹 𝑥𝑠 ,

ҧ𝑥 =
1

𝑆
σ𝑠=1
𝑠≠𝐻

𝐾 𝑥𝑠 sprawdź czy ഥ𝑥 ∈ 𝐷𝑥 jeśli nie to dodaj punkt do compleksu

Krok 4: 𝑥∗ = 1 + 𝛼 ҧ𝑥 − 𝛼𝑥𝐻
Krok 5: Zbadaj czy 𝑥∗ ∈ 𝐷𝑥 jeśli tak to przejdź do kroku 7, w przeciwnym razie

Krok 6: 𝑥∗ = ҧ𝑥 − ҧ𝑥 − 𝑥∗ /2 aż 𝑥∗ ∈ 𝐷𝑥
Krok 7: Jeśli 𝐹 𝑥∗ < 𝐹 𝑥𝐻 idź do kroku 2

w przeciwnym razie idź do kroku 6



Poszukiwania losowe

𝐹 𝑥

𝐷𝑥

x

𝐷𝑥𝑚
∗

( )
( )

( )
=

xD

dxxF

xF
xf

xxm

M

m

xmx D
M

DDD
1

,
1

==
•

=



  .,min
1

rozwDpunktstopDjezeliNND xmxmm
Mm

mxm





 =→ 



Poszukiwania losowe

Dane:

Krok 1: Generujemy N punktów w zbiorze      wg rozkładu

Krok 2: Dzielimy zbiór      na M równolicznych rozłącznych podzbiorów

Krok 3. Liczymy punkty, które wpadną do poszczególnych zbiorów

Krok 4. Do dalszego podziału wybieramy taki 

W przeciwnym przypadku  tj.               

i idź do kroku 1

( ) MNDxF x ,,,, 

xD

( )
( )

( )
=

xD

dxxF

xF
xf

xD

xxm

M

m

xmx D
M

DDD
1

,
1

==
•

=



xmm DzbiorzewpunktównychwygenerowaliczbaN −

  .,min
1

rozwDpunktstopDjezeliNND xmxmm
Mm

mxm





 =→ 
 = xmxxm DDpodstawD :



Poszukiwania losowe

( )
( )

( )
=

xD

dxxF

xF
xf

𝐹 𝑥

𝐷𝑥

x

𝐷𝑥
∗

xxm

M

m

xmx D
M

DDD
1

,
1

==
•

=



.,, rozwDpunktstopDjezeliDDND xx

m

xmxmxm

 =→   



Poszukiwania losowe

Dane:

Krok 1: Generujemy N punktów w zbiorze      wg rozkładu

Krok 2: Dzielimy zbiór      na M równolicznych rozłącznych podzbiorów

Krok 3. Liczymy punkty, które wpadną do poszczególnych zbiorów

Krok 4. Do dalszego podziału wybieramy taki 

W przeciwnym przypadku  tj.               

i idź do kroku 1

( ) MNDxF x ,,,, 

xD

( )
( )

( )
=

xD

dxxF

xF
xf

xD

xxm

M

m

xmx D
M

DDD
1

,
1

==
•

=



xmm DzbiorzewpunktównychwygenerowaliczbaN −

.,, rozwDpunktstopDjezeliDDND xx

m

xmxmxm

 =→   
 =   xxx DDpodstawD :



Poszukiwania losowe

Dane:

Krok 0: n=0,

Krok 1: Generujemy  punkt       zbiorze      wg rozkładu jednostajnego

Krok 2: Jeżeli                         podstaw  

Krok 3: Jeżeli              podstaw                idź do kroku 1

Krok 4: 

( ) NDxxF x ,,, 0

xD1+nx
nxx =*

( ) ( )*

1 xFxF n + 1

*

+= nxx

Nn  1+= nn

Nxx =*



Poszukiwania losowe – losowy wybór 

kierunku

Dane:

Krok 0: n=0,

Krok 1: Generujemy N punktów wg rozkładu jednostajnego na w 

otoczeniu punktu      na okręgu o promieniu r.

Krok 2: Wybierz spośród wygenerowanych punktów  punkt        dla 

którego funkcja celu przyjmuje minimum

Krok 3: Wyznacz kierunek 

Krok 4: Wyznacz punkt         jako minimum w kierunku d z punktu 

Krok 5: Jeżeli minimum to STOP               w przeciwnym razie 

n=n+1  idź do Kroku 1

( ) ,,,, 0 NrxxF

nxx =*

nx
*

nx

nn

nn

xx

xx
d

−

−
=

*

*

1+nx
nx

*xxn 



*

nx

𝑥𝑛+1

nx 𝑥𝑛+2

𝑥𝑛+1
∗

𝑥 1

𝑥 2



Dziękuję za uwagę

31



Algorytmy inspirowanie naturą

• Algorytm Wspinaczkowy – Stochastyczny

• Symulowane Wyżarzanie

• Algorytm Mrówkowy

• Algorytm Pszczeli

• Algorytm Roju Cząstek

• Algorytmy genetyczne


