Optymalizacja systeméw

Wyktad 12. Optymalizacja wieloetapowa - programowanie dynamiczne
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Optymalizacja wieloetapowa
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X; s X yerey Xg —> F(x;,x;,...,x;)le sz.ipse% F(X, Xy .ety X )
Y, :(X1’ YRS XS)
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X, X, -+ X c R o (X, X,y X ) =0,1=1,2,..., L,
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Powyzsze zadanie mozna rozwigzac krok po kroku optymalizujac po
jednej zmiennej i uzalezniajac od pozostatych.
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Optymalizacja wieloetapowa

Krok 1. Dla ustalonych x4, x,*+, Xs_4 Wyznaczamy minimum po xg czyli:

Xs =G (Xyenny Xg )= Fs(xl,xz,...,xs)—xrsnl@rgs Fo (X, %,0. 00 X )

Wartos¢ funkcji celu w punkcie optymalnym:

Fs_l(xl,x2,...,xs_1)iFS(xl,xz,...,xg)z Fs(xl,x2,...,GS(x1,...,xS_l))

Ograniczenia w punkcie optymalnym:
A

Y,s 1( Xppeeon Xg 1) @XS(Xl""’XS—l’Xg :GS(Xl"“’XS—l)):

[x, X, ---xs_l]Te@IiS‘l:
(Dls(xl’Xz’""Gs(xlv-wXS—l)):§0|S—1(X1’Xz"”’XS—1):O7I:1’ 2,..., L,
\l//mS(Xl’X2’”"GS(Xl’“"XS—l)):l//mS—l(Xl’X2’”°’XS—l)go’mzl’ 2,000 M
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Optymalizacja wieloetapowa

Krok 2. Dla ustalonych x4, x, "+, Xs_, Wyznaczamy minimum po xs_; czyli:

X5 1 =G (X X, )= Fs_l(xl,xz,...,xg_l): min Fy_ (X, %y,..., Xs1)

Xs 1€%s 4

Wartos¢ funkgji celu w punkcie optymalnym:
A
Fo o (X0 X X )= Fo s (%00 X Xy )= Fo (X X1 Gy (X X))

Ograniczenia w pu&nkcie optymalnym:

@XS_Z(xl,...,xS_z)z@XS_l(xl,...,xS_z, Xs 1 =G (X, ., Xg 5 ))_
[, %, %, € RS2

¢|S—1(X1’ Xoy o GS—l(Xl”"’ Xs—z)): §0|s—2(X1’ Xgy o Xs—z): 0,1=12..., L
\l//ms_l(Xl, Xyr s G (Xiree i Xgp )= Winso (X0 X0 o1 X6, ) S0, M=1,2, ..., M
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Optymalizacja wieloetapowa

Krok S-1. Dla ustalonego x; wyznaczamy minimum po x, czyli:

X; =G, (%) F,(x., X} )= min F,(x,X,)

X, €Y%,

Wartos¢ funkgji celu w punkcie optymalnym:

Fl(xl )i I:2 (Xl XZ): FZ (Xl ’GZ(Xl ))

Ograniczenia w punkcie optymalnym:

F4(6)= T (x, X; =G, (x,)

N

)
X, ER:

§0|2(X G( )) §0|1( ) 0,1=12,...

, L,
Vo (X, G, (%)) =w(x)<0m=12, ..

M |




Optymalizacja wieloetapowa

Krok S. Ostatecznie:

X —> F1(Xf): Qy@?l Fl(Xl)

Teraz mozemy powrdcié¢ do zaleznosci ,G” wyznaczonych w poprzednich krokach



Optymalizacja wieloetapowa

Przykiad:
2 2
F(Xl’ Xz): X T XX X = Fz(Xv Xz)
Krok 1. Dla ustalonego x; wyznaczamy minimum po x, czyli:

X; =G,(x )— Fz(xl, x’;)z rrlin{ X2 + X, X, + x§}
2

. . 1
R (%, X )=2% +%, =0= X; ==>% =G,(x,)

OX,
Fl(xl)i F(x, %) )=F(x,G,(x))=(x ) + xl(—%le +(—%X1T
F.(x, )= §xf

A



Optymalizacja wieloetapowa

Krok 2. Ostatecznie
. .13
X, = F(x )= mm{z X’

d )
d—)(lFl(xl)=2—x1 =0= X =

Teraz wracamy:

X, =0



Programowanie
dynamiczne
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Programowanie dynamiczne

Proces dynamiczny: Y, , = P(Y,,X,), ¥ n —takt n=12.....N

X, - decyzja w n - tym takcie
X, Yns
> P(Yn %) —> Y, - stan procesu w n - tym takcie
X0 X1 XN-2 XN
OH—O— e e O——O——
Yo Y1 Yy YN-2  YN-1 YN
Zadanie decyzyjne: znaleZ¢ ciag decyzji: X; , Xf ey X;_l,

Po co? Po N krokach zamierzamy co$ osiggnaé np.: Yy =Y - zadany stan,

Przy czym wskaznik Q(X0 veens Xnogr Yireoor Y ) przyjmuje warto$¢ minimalna.
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Programowanie dynamiczne

Okreslmy przyktadowe oceny ciggu decyzji oraz efektow decyzji

QXgs Xty Xty Vs Yareeer Y )

Np.:
N
Q(Xo Xpveoos AN Yir Youeees yN): Xpo Yn =Y, 05X, <X
n=0
N1
QXgr Xpr e Xpy_gs Y1 Yarer Y )= D X5, YSY <
n=0
N-1
Q(XO’Xl"“’XN—l’y1’y2’°°°’yN): (yn_yn)’ Oang)—(
n=1
N-1

Q(Xgs Xty s Xt Yir Yoroo s Yy )= DA (X ,y.,),  przy ograniczeniach x_ iy,



Programowanie dynamiczne

Mozna postapi¢ w nastepujacy sposob:
Yo

yn+1:P(yn 1Xn ) A

Yn = P(yN—l’ XN—l): P(P(yN—Z’ XN—Z)’ XN—l): — PN—l(yO’ Xor Xgyeeer X



Programowanie dynamiczne

Poniewaz:
N-1 A
Q(Xos Xgreos X1y Yo Yoo oo Yo )= D0 A (X Youa )= F (Yo X0, %o Xy g )
n=0

Zadanie optymalizagcji:

Jest rownowazne zadaniu:

XX Xy o F(Yo XX X )= min F(yg, %o, Xeeo Xy )

Xg s Xq s+ s XN

Do rozwigzania tego zadania mozna zastosowac podejscie wieloetapowe.



Yo Y1 Y, YN-2 YN-1 YN ‘



Programowanie dynamiczne

N-1 A

Q(Xm Xppeoos Xt Yo Yoo o0 Y ): Z An+1(Xn’ Yn+1): F(yo’ Xo Xl""’XN—l)
n=0

Uwaga:

Ostatni stan yy zalezy od decyzji xy_, oraz stanu yy_,, ktory zalezy od
poprzednich decyzji xq, X1, ..., Xy—2.

Poprzedni stan yy_; zalezy od decyzji xy_, oraz stanu yy_,, ktory zalezy od
poprzednich decyzji xq, X1, ..., Xy—3.

Stan y, zalezy od decyzji x, oraz stanu y;, ktéry zalezy od poprzednich
decyzji xg, x.

Stan y; zalezy od decyzji x, oraz stanu y,, ktory to wartosci sa znane.

Do rozwigzania zadania optymalizacji powyzszej funkcji mozna zastosowac
podejscie wieloetapowe. Ze wzgledu na specyficzng postac¢ kryterium (suma
funkcji decyzji x,, oraz stanu y, 1 w kolejnych taktach. Optymalizujac kolejno
od ostatniego sktadnika uzalezniamy rozwigzanie od poprzedniego stanu i
poprzednich decyzji.



o PO s Y = P(Yai X)) Yo

X0 X1 XN-2 XN
O O > o oo O O —
Yo Y1 Y, YN-2 YN-1 YN
N-1 A

Q(XO’ Xl""’ XN—l’ yl’ y2""’ yN ): An+1(xn’ yn+1): |:(yO’ XO’ Xl""’XN—l)



Programowanie dynamiczne

N-1

Q(XO’ Xl""’ XN—l’ yl’ y2"" y ): Z An+1(Xn’ yn+1)
n=0
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Krok 1. xN1—>m|nA Xy
XN-1

X = Gua(Ys) > min Ay (1, P(Yy1 Xy 1)

A

VN—l(yN—l):minA (X = ’P(yN—l’XN—l)):
=A,(x;, (le 1) =A G (o) POy 1, G (V)



Programowanie dynamiczne

Krok2. '  — rRi?{AN—l(XN—Z’ yN—1)+VN—1(yN—1)}
Wiemy ze: Yna = F WY XN—Z)

X;—Z = GN—Z(yN—Z)_) rpNI_? {AN—l(XN—Z’ P(yN—Z’ XN—2 ))+VN—1(P(yN—2’ XN—Z ))}

A

VN—Z(yN—Z ): r)](?\ll_? {AN—l(XN—Z’ P(yN—Z’ XN—2 ))+VN—1(P(yN—2’ XN—2 ))} =

= {AN_1(X;—2’ P(YN—2’ X::I—Z ))+VN—1(P(yN—2’ Xz—z ))}:
:AN—l(GN—Z(yN—Z )’ P(yN—Z’GN—Z(yN—Z )))+VN—1(P(yN—2’GN—Z(yN—Z )))



Programowanie dynamiczne

Krok N-1. Xl* —> n'](:n {Az (Xl,/y2 )+V2 (y2 )}
Wiemy ze: Y, :/m

X =Gy(yy) = miniA, (4, P(y1, )+, (P(y;, x, )

A

Vi(y:)=min{A, (x., P(y;, x,)+V, Py, ,))f =

=A, (Xl*’ P(Yy X, ))+V2 (P(yl’ X, ))
=A, (G1(yl)’ P(y1’ Gl(yl)))+V2(P(yl’ Gl(yl)))



Programowanie dynamiczne

Krok N. X; SN rr)]((i)n{Al(Xo, y1)+V1(y1)}
Wiemy ze: Yi M

% =Go(Yo) = min{A, (x;, P(¥o %))+ Va(P(¥o. X, )}

Yo jest znana wartoscia i teraz mozemy wyliczy¢ kolejne wartosci decyzji
% % %
Xos X{yeeny XNt

X; :Go(yo)_) Yi= P(yo’ X;)

x1 =G (1) = y2 =Py, x1)

XN_z = GN—Z(yN—Z)_) Yna = P(YN—21 XL—z)
XL—l = GN—l(yN—l)_) Yn = P(yN—l’ X;—l)



Programowanie dynamiczne

Krokd. e min(xf +(y, —5)2)
X

Y, = 2y1 + X
x; =G,(y,)— min(xf +(2y, +x, —5)2)

% * % 5
2x; +2(2y,+ X ~5)=0= X, = Gl(y1)=§— v,

5 Y 5 ’ 5)
Vl(yl)zia_ylj +(2y1+§_y1_5j :2(3/1_5]



Programowanie dynamiczne

Krok 2.X; — min (x§ +(y, —5)2)+ Z(y1 —gj

y1:2y0+xo

5 2
X; =G,(y,)— min{(xg +(2y, + X, —5)2)+ 2(2y0 +x0—§j }
2x§+2(2y0+x;—5)+4(2y0+x0—gJ=0:>xg‘ =Go(y0):%—gy0 =%

Teraz wracamy:

X, :%—>y1=2><0+%=E



Optymalizacja funkcjonatu

Wariacja funkcjonatu:

B () +an(t) 7 (x(t)+ oh(t))
07 (x(t)+ oh(t))

=0, Vh(t)

0=0

00




Optymalizacja funkcjonatu

~
o

=2[(x(t)+oh(t)-Dh(tdtl =0 vhi(t)

0=0 t,

(x(t)-1)=0 = x(t)=1, telt,t,]



Optymalizacja funkcjonatu

X'(t)> 7 (x'(t)= min 7 (x(t))
Przy ograniczeniach alad

2(x(t))={x(t), & (x(t))=0,m=1,2,...,M}

Funkcjonat Lagrange a L
Z(x(t),A)=c7 +Zi EAL

Wariacja Funkc]onalu Lagrange a 1

< (x(t)+an(t). 2)= =7 (x(t)+ on(t))+ > 4,7 (x(t)+ on(t))

Warunek konieczny =1

0.7 (x(t)+on(t))

-0, vhit
=5 (t)

0=0




Optymalizacja funkcjonatu

Z ograniczeniami - przykiad
—

= (x(t)) jkt t)x (t)dt

@(x(t)):< (t)te[t t, ] jx (tdt—E =0,!
x(t)/l) jkt —tx(t dt+jx t)dt E

Z(x(t)+h(t) jk t, —t)(x(t)+ oh(t))dt

mj t)+oh(t))/dt—E



Optymalizacja funkcjonatu

Z ograniczeniami - przykiad

0 (x(t)+oh(t))
)

2]k, )+ 24(x(t) OO =0 wh(t

o=0 ty

0=0

k. (t, —t)+21x(t)=0 = x(t):—%ki(ta—t), telt,,t,]

2

t, Ly 1
‘tdt—E=0-E =0 ——k(t. —-t)| dt=E
ftx = fl- gt

Z:ii?kf(ta—t)dt, X(t)=F VE k(t,-t), telt,t,]




Dziekuje za uwage




