Metody Systemowe i
Decyzyjne w Informatyce

Wyktad 8a. Optymalny pomiar



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

so Sformutowanie problemu
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Niepewnos¢ - zmienna losowa
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Podejmowanie decyzji
w warunkach niepewnosci

={xe_?723; E[go,(x,g)]:o, 1=1,...,L,Ely,(x,@)]<0,m=1...,M|

(Y

X" — F(x")= min F(x)



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

@ - wartos¢ zmiennej losowe] @
@ € ) - zbior ciggly, fw (a)) - funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

zmiennej losowe| @
Wowczas:

F(x)=E[F(x0)]= [ F(x 0)f,(w)de

Q

% - El7(0))-

= {xe@%s; Elp (x 0)]= o (x 0)f, (@0)do=0,1=1..., L,

@

E[l//m(x,g))]: v (X, 0)f (0)do<0,m=1..., M}



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

@ - wartos¢ zmiennej losowej @

we )= {a)l, @y, ... WDy } zbior dyskretny,
P(Q :a)k ) — pk : k = 1, 2, ceey K - gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowe| @
Wodwczas: <
F(0)= E[F(x @)= 3 F(x.a,)p,
- k=1
7, = E|%(w)]=



Zaklocony pomiar wielkosci fizyczne;
O 7 B




Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

so Sformutowanie problemu l z,
0 v, N

—  h0.2) — w,(,) —

Opis systemu pomiarowego: V = h(@ , Z)

gdzie: ve? h -znana funkcja, wzajemnie jednoznaczna wzgledem z
h:0x2 -7 2=h(6,v)
Przyklady funkcji h:  v=h(0,2)=6+z2
v=N(0,2)=6-z

9 - przestrzen pomiarow( dim@=dimz=L )



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

s> Stormutowanie problemu lzn
0 v, QN

- h(@, Z) — | Yy (VN) "

Zakl6cenia pomiarowe:

Z, -wartos¢ zmiennejlosowej Z zprzestrzeni X

f, (Z) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej Z

6 - obserwowany wektor wielkosci, warto$¢ zmiennej losowej 0, 0B C RR

f, (0) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobieristwa zmiennej 6

Wyniki pomiaréw: V| =[V1 vV, - VN]



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

Poszukujemy algorytmu estymacji:

‘9N = LIJN (VN )

s» Mozliwe rozwiagzania:
o Metoda najmniejszych kwadratow
o Metoda maksymalnej wiarogodnosci
o Metody Bayes’a



Metoda najmniejszych kwadratéw

Zalozenia:

v=h(0,2)=0+12 - zakl6cenia addytywne

E[Z] =0 - warto$¢ oczekiwana zaklécers wynosi zero

z

Var[; ] < o - skonczona wariancja zakl6cen
Z

Empiryczna wariancja zaktécen:

19 2
Var,,(,.6)= = 3" (v, -0)
N n=1
Algorytm estymacji otrzymujemy minimalizujagc empiryczng wariancje zakiocer:
Algorytm estymaciji:

O =¥y (Vy) — Vaer(VN’HN):rg]eigvaer(VN’H) 0. Z%ZN:V,H
n=1



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Zalozenia: l “n
0 v

— h(@,z) —

V= h(@, Z) - system pomiarowy opisany jest dowolna
funkcja h, wzajemnie jednoznaczna
wzgledem z

Posta¢ funkgji gestoéci rozktadu prawdopodobienstwa zaktécen f, (Z) jest znana

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa obserwowanej zmiennej losowej v
oh*(8,v)
-1 . _ Z 1
£,(v,0)=f,(0O,V)[3,],  edzie: I, =

gdzie: J, -Jacobian, macierz przeksztalcenia odwrotnego.

Funkcja wiarogodnosci ma postac’:'

Ly (V. 6) Hf ﬁ[fz(hz_l(g’vn))|\]h|’

n=1



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku maksymalizacji
funkcji wiarogodnosci:

O\ :\PN(VN) — LN(VN’QN):maXLN(VN’H)

O0c®



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 1 ,

Charakterystyka systemu pomiarowego: O v,
v=h(0,2)=0+z

Gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa zakldcen:

0ol

Opis systemu pomiarowego:

v=h(a,z)=a+z z=h*(9,v)=v-0

Macierz Jakobiego:

dv 14



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przykiad 1

Gestos¢ rozktadu prawdopodobietistwa :

o) Lel-C=0-m [y

Funkcja wiarogodnosci:

Algorytm estymagji:

15



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

so Przyklad , lzn

— h(@,z) —

1 for zel0,1]

Opis zaktocen: fz (Z) = {O for 7 [O 1]

Opis systemu pomiarowego: V = h((9 , Z) =01z (9 > O)

Z = hz‘l(H,v)zg



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

s> Przyklad lzn
—9> h(@,z) i >
Macierz Jakobiego:  j _— ahz_l(‘g’ V) _ i(lj _ l
“ o dvlg) 6

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa obserwowane;j
zmiennej losowe;j:

Lofor Ye 0, 1]
f,(v,0)=1 0 0
0

Vv
for —¢]0,1
or Hez[ ]

.



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

s> Przyklad

Funkcja wiarogodnosci:

|—N(VN"9):<

Ly (Vi 0)

L for wn=12..N v, €[0, 6]

69N

0 for In=12,...,N v, &[0,0]

L Jor 0> max{v. |

oN 1<n<N

0 /»r O<max{v,}

1<n<N



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 1zn

Algorytm estymacji:

Interpretacja:

6, = max{v, }=max{fz, | = 0 maxiz,}

1<n<N 1 1<n<N 1<n<N



Metody Bayes’a bez obserwacji

s @ - zmienna losowa

so 8 — wartos¢ zmiennej losowej
s> @ - zmienna losowa ciagla

o 6 € @g.%)R

o fg(0) - gestosc rozkladu prawdopodobienstwa
so 8 - zmienna losowa dyskretna

o 6 € @g{@l, 92!'”9?’?’1!'”91\/1}
> P(B=6,)=p,m=1,2-,M

20



s> O - mozliwa decyzja

> L(8,8) - funkcja strat - ocena decyzji

so Przykladowe funkcje strat - minimum gdy decyzja jest
trafna

w L(0,8) = (0 —8)°
5O L(Q,g) = |9 — gl
% L(Q, 6_’) = —5(9 — 6_’) - delta Dirac’a

so Wylosowana wartos¢ 6 nie jest znana

21



so Ryzyko podjecia decyzji - warto$¢ oczekiwana funkgcji
strat
s> Dla zmiennych losowych ciggtych

» R(6) = [, L(6,0) fo(6)d6
so Dla zmiennych losowych dyskretnych

50 R(g) - Z%:l L(Qm: g) Pm

so Decyzja optymalna — 6~
7o R(0*) = mingcg R(g)

22



so Dla réznych funkgji strat mozemy otrzymac ré¢ne
decyzje
so NP.:
« L(6,8) = (6 — §)°
_ —\2
» R(0) = [, (6—0) fo(6)db
dR(6 =
o= 2 Jy (0-8) f5(0)dB)g_g- = 0
79 9*f® fg(@)d@ — f@ 9f9(9)d9

w 0% = [, 0fy(0)d6 - wartos¢ oczekiwana zmiennej ¢

%

23



. O
so Dla funkgji strat:

%0 L(Q,g) = —5(9 — 6_’)
so Ryzyko

w R(0) =—[, 6(6—0)fe(6)d6 = —f4(6)
> R(0*) = minR(9) = mln( fg(Q)) = —Ipax (fg(Q))

6€0 e

so Optymalna decyzja maksymalizuje gestos¢ rozkladu
prawdopodobieristwa

> Uwaga: dla funkgji strat:  L(6,0) = |6 — |

7o Optymalna decyzja - 6 - mediana



Metody Bayes’a z obserwacja

0 Vv

Zalozenia: h(@, Z)

V= h(g, z ) - system pomiarowy opisany jest dowolna funkcja, wzajemnie jednoznaczna
wzgledem z
g - obserwowany wektor wielkoéci, wartoé¢ zmiennej losowej 6, 8e® < R"
Postacie funkcji gestosci rozkladéw prawdopodobieristwa f, (Z) oraz f, ((9) s3 znane .

Dana jest funkcja strat L(H, 0 ) , gdzie 4 jest wartoscia estymaty obserwowanej wielkosci.
: .\ df R —
Ryzyko R(¥)=E Le,a =%, ))|- J C{ L(6,F(v, ))f (0.v, ) doaV,

gdzie: f 6,V,) taczny rozktad prawdopodobienstwa

fo.vy)= 16V, )f"(v,)

gdzie f'jest warunkowg, a f” brzegowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa



Metody Bayes’a

Problem: LPN —> R(LPN )= min R(@)

¥

” 0,7V, ) f'(6V, )do (v, ) dv,

r(g,VN ):E[L(Q,§)|\/N]:j (‘9 6 =¥ )) (9|VN)

gdzie: I' -ryzyko warunkowe

Problem sprowadza si¢ do nastepujacego zadania :

Oy =¥, (V) - r(6,,Vy)=min r(@,v,)

Oe



Szczegoblny przypadek

3 1(0,0)=(0 — )"
w (8, V)=, (6 —6)° f'(6/Vy)do

dT(Q_,VN)
ao

79

G = 2]y (00 f"(6/Vy)d6 =0 /-2

w [ 0F'(0/Vy)do = [ 6f'(6/Vy)de

50> 9*fn f'(68/Vy)do = fn Of' (0/Vy)do
s Stad

o 0 = | o 0f'(8/Vy)d6- wartosc oczekiwana a’posteriori

s> Metoda Sredniej a"posteriori -



Szczegoblny przypadek

w L(9,0)=—6(0 — 0)

w 17(6,Vy)=], —6(6 —6) f'(6/Vy)de
2 T(g, VN) — —f'(Q/VN)
22 D’é_in ?‘(g, VN) = r%—in(_f,(g/VN)) = — %naXf’(Q/VN)

o 8% > (0% /Vy) = r%axf’(Q/VN)

s> Metoda maksymalnego prawdopodobienstwa a’posteriori

28



Metody Bayes’a

Gdzie funkcja gestosci rozkladu prawdopodoblenstwa a posteriori:

f,(0) (Vi |6) H f,(v,/0)

f'(H[VN)_!;fe H)fVN(VN|9)d9_If0 N V( |9)d9
) fe(e)]j f,(h2(0.v,)|9,] fg(e)lj f(h(0v,)]3,)
_[ fg(ﬁ)lj fz(h_l(é’ Vv ))|J |d9 const

f'(e[\/,\,) o ﬁfz( oV, )|‘Jh|

n=1



Metody Bayes’a

so Przyklad z,

Opis systemu pomiarowego:

v=h(6,2)=0+z, z=h*(O,v)=v-6

Funkcja strat: — —

L(6,0)=-5(0-0)



Metody Bayes’a

s> Przyklad

1
8hz (Q,V)_ d (V—9)=1
ov dv

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa obserwowanej zmiennej:

Macierz Jakobiego: J h =

o) o - =07 |y

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodob1enstwa a posteriori

flovy) o £,0 )Hf(‘lé’v 3=

B S B (Y i B S S B )
‘%mex'{ 207 }HGZ@“‘{ 207 }




Metody Bayes’a

s> Przyklad

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobieristwa a posteriori po przeksztalceniach:

Fov) @ 1)L )-

; jg( E]“exp{ (2%) i(za?)z}

Dla funkgiji strat: L(H 0 ) =—0 (9 -0 ) ryzyko warunkowe:

((@.v, )= E[LHH Vi l=[L0.6 =F(v,))t (0N, )do =—t(oV,) «

9

A G) A I jg(g ) oo -onl Sl



Metody Bayes’a

s> Przykiad

W wyniku minimalizacji ryzyka warunkowego otrzymujemy algorytm estymacji:

O-z n=1
Oy =¥y (VN ): 2
o)
1+ —%| N

O-Z

Dyskusja:

1° N - mata liczba pomiaréw 2° N—>o

(O'Z >> O'H) - pomiary bezwartoSciowe (O-Z << O 0) - dobre pomiary

n=1



Dziekuje za uwage




