Metody Systemowe i
Decyzyjne w Informatyce

Wyktad 8. Podejmowanie decyzji w warunkach niepewnosci



Niepewnos¢ - zmienna losowa
&V 3




Problem wyboru wariantu

Rozwazmy przyklad:

Mamy siec¢ I kopalni, ktére nalezy zmodernizowac. Istnieje | wariantow
modernizacji i kazdy z nich o koszcie ¢;; jesli i-ta kopalnia jest
modernizowana na j-ty sposéb (i = 1,2, ...,1, j=1,2,..,]). Urobek
kazdej z kopalni wynosi u;; - jesli i-ta kopalnia jest modernizowana na
j-ty sposOb. Zanieczyszczenia urobku w kazdej z kopalni wynosza

z;j - jesli i-ta kopalnia jest modernizowana na j-ty sposob. Nalezy dobrac
warianty modernizacji kolejnych kopalni tak, aby taczne urobek nie
spadly ponizej u, zanieczyszczenia urobku spetnialy wymagania
rynkowe, czyli byly mniejsze niz z a Iaczny koszt modernizacji byt
minimalny.



Podejmowanie decyzji
w warunkach niepewnosci

ij -zmienna decyzyjna Z
=1

( . . .
1 -i- takopalnia modernizowana

J
X = naj -ty sposeb Zzi-X-- <z 1=12,...,1
kO - w przeciwnym przypadku =




Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

{gij’gij’zij i:]_’ o J =1 ..., J}:Q - wielkosci niepewne (losowe)
w
I J
F(X’Q):;Z;Qijxij :F(X’Q) X ] F(X,w) y
i=1 j=
I J
2.2 Uy = u
=1 j-1
J _ S. _ _
ZZinij <z i1 1ls @((Q)—{Xe@ o (x,0)=0,1=1,..., L,
= wm(X,Q)SO,mzl,..., I\/I}
J
dox; =1 i=12...,1
]=1




Podejmowanie decyzji
w warunkach niepewnosci




Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

X > F(X,(()) y

(- E[F(x.0)
% =El%(0)]=
{xe o Elg(xe)]-0.1 L .. L, Ely, (x)<0.m=1 .., M}

X" — F(x")= min F(x)



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

@ - wartos¢ zmiennej losowe] @
@ € (- zbior ciagly, fa) (a)) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa

zmiennej losowej @
Wowczas:

F(x)=E[F(x.0)]= [ F(x 0)f,(w)de

Q

% =E[%(0))=

xea Elp(x o)l= [ (x o), @No=0,1=1 ., L

a Q

E[z//m(x,g))]: .z//m(x,a))fw(a))da) <0,m=1,...,M}

Q




Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

w - warto$¢ zmiennej losowe] @

we ()= {a)l, Wy, ..., Wy }- zbidr dyskretny,

P(a) =), ) — pk : k = 1, 2, ey K - gestosci rozkladu prawdopodobieristwa
- zmiennej losowej @

Wowczas:

K

F(x)=E[F(x 0)]= 3 F(x @),

% =El9(e)]= -

= {Xe@si E[¢.(X,Q)]=i¢.(x,wk)pk -0,1=1,...,L,

@ k=1

(. 0)]= Y pa(x0)p0.m=L.... M}

k=1



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

Problem sprzedawcy gazet.

Sprzedawca gazet zamawia gazety w paczkach po 40 sztuk w paczce. Cena jednej
gazety w hurcie kosztuje 0.80 z1, a sprzedaje ja po 1.10 zI. Popyt na gazety @ jest
wielkos$cig losowa. Sprzedaz w ,slaby” dzien @, = 50 gazet, w , przecietny” dzien
@, =100 gazet, aw ,dobry” dzien @, =150 gazet. Prawdopodobieristwo ze jest
,slaby” dzien, tj.: P(Q = a)l) = p, =0.26, ,przecietny” - P(Q =, ) =p, =0.40,
a ,, dobry” - P(Q = a)3) = Ps = 0.34

Zmienna decyzyjna X — liczba paczek, ktérg powinien zamoéwic sprzedawca.

x=1,2,3,4,...7



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

Funkcja celu:

F(X,Q)={

Wartos¢ funkcji celudlax=1,2,31i4

x=1

40xx0.30 If 40x<w
©x0.30—(40x - ®)x0.80 if 40x>@

p, =026 p,=040 p; =034

12 12 12
x=2 -9 24 24
x=3 -41 14 36

x=4 -73 -18 37



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

F(x)=E[F ZF X, @, )p
F(x=1)=E[F(x= ,Q)]212X0.26—|—12><0.4+12X0.34=12
F(x=2)=E[F(x=2,0)]=-9%0.26+ 24x 0.4+ 24x0.34 =15.42
F(x=3)=E[F(x=3 0)|= —41x0.26+14x 0.4 + 36x 0.34 = 7.17
F(x:4)=E'F(x 4a))]:—73><026 18x0.4+37x0.34=-13.6

-

x=1 12 12 12 12
x=3 -41 14 36 717

x=4 -73 -18 37 -13.6



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

Modyfikacja funkgcji celu - ostrozny sprzedawca - ,tlumi” zyski,
,wyolbrzymia” straty

10xJF(x,@) if F(x,@)>0
Fix@)=1  (F(x,0))
\ 10

if F(x,w)<0

X F(x)
p, =026 p,=040 p;=034
x=1 34.64 34.64 34.64 _

x=2 -8.1 48.99 48.99 34.15
=0 -168.1 37.42 60 -8.34
x=4 -532.9 -32.4 60.83 -130.83




Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

Modyfikacja funkgji celu - sprzedawca ,ryzykant” - ,wyolbrzymia” zyski,
,thumi” straty

r

Fra] gal M Flue)o
\—1OX\/—F(X,Q) if F(x,@)<0

X =
- ps =026 p, =040 p;=0.34
x=1 14.4 14.4 14.4 14.4
x=2 -30 57.6 57.6 34.82

x=3 _64.03 19.6 129.6 -

x=4 -85.44 -42.43 136.9 7.36



Podejmowanie decyzji

w warunkach niepewnoéci

X > F(X,(()) y

(- E[F(x.0)
% =El%(0)]=
{xe o Elg(xe)]-0.1 L .. L, Ely, (x)<0.m=1 .., M}

X" — F(x")= min F(x)



Gry w podejmowaniu
decyzji

O OB

Gra z natura




Pode]mowame decy zji w warunkach

Dewnoscl — ora Z nature

Rolnik rozpatruje mozliwos¢ uprawy 5. rodzajow zb6z. Wielkos$¢ plonéw kazdego
zboza zalezy od warunkéw pogodowych. Pod wzgledem wilgotnosci rok moze
by¢ suchy, normalny lub deszczowy. Przewidywane plony w zaleznosci od
warunkéw pogodowych przedstawia tabela.

Rodzaj Warunki pogodowe
uprawy

susze normalne deszcze
1 8 10 12
2 10 11 7
3 9 13 8
4 11 10 6
5 10 10 9



Pode]mowame decy zji w warunkach

Dewnosci — ora Z nature

Regula min - max.

Analizujac kolejne wiersze macierzy znajdujemy maksymalna korzys¢, ktora
mozemy uzyskac dla kolejnych stanéw natury. Wybieramy te decyzje, dla ktorej
maksymalna korzys¢ jest najmniejsza. W przypadku niejednoznacznosci
rekomendujemy wszystkie decyzje, dla ktérych powyzszy warunek jest spetniony.

susze normalne  deszcze

Rodzaj Warunki pogodowe max
uprawy

1 8 10 12 12
2 10 11 7 11
3 9 13 8 13
4 11 10 6 11
5 10 10 o I < nmin



Pode]mowame decy zji w warunkach

Dewnosci — ora Z nature

Regula WALDA (max - min).

Analizujac kolejne wiersze macierzy znajdujemy minimalna korzys¢, ktéra mozemy
uzyskac dla kolejnych stanéw natury. Wybieramy te decyzje, dla ktérej minimalna
korzysc¢ jest najwieksza. W przypadku niejednoznacznosci rekomendujemy
wszystkie decyzje, dla ktérych powyzszy warunek jest spetniony.

Rodzaj Warunki pogodowe
uprawy susze normalne  deszcze

1 8 10 12 8
2 10 11 7 7
3 9 13 8 8
4 11 10 6 6
5 10 10 o I < max



Pode]mowame decy zji w warunkach

Dewnosci — ora Z nature

Regula max - max.

Analizujac kolejne wiersze macierzy znajdujemy maksymalna korzys¢, ktora
mozemy uzyskac dla kolejnych stanéw natury. Wybieramy te decyzje, dla ktorej
maksymalna korzys¢ jest najwieksza. W przypadku niejednoznacznosci
rekomendujemy wszystkie decyzje, dla ktérych powyzszy warunek jest spetniony.

susze normalne  deszcze

Rodzaj Warunki pogodowe max
uprawy

1 8 10 12 12
2 10 11 7 11
3 9 13 s I < nox
4 11 10 6 11
5 10 10 9 10



Podejmowanie decyzji w warunkach

a Z hature

a - mi.nimalna korzysc¢ dla i - tego A - me.lksymalna korzysc dlai - tego
wiersza wiersza

Hi(y)=ay+Al-7) rel0.]

Regula Hurwicza. Analizujac kolejne wiersze macierzy znajdujemy minimalna

i maksymalng korzys¢, tj.: wartosci @ oraz A a takze wartos¢ funkgji H;(y) dla
ustalonego wspoélczynnika ostroznosci y. Wybieramy te decyzje, dla ktorej wartosé
funkcji H;(y) jest najwieksza. W przypadku niejednoznacznosci rekomendujemy
wszystkie decyzje, dla ktérych powyzszy warunek jest spetniony.

Rodzaj Warunki pogodowe A
uprawy susze normalne deszcze max
12

1 8 10 12 8
2 10 11 7 7 11 9
3 9 13 8 8 13 [ max
4 11 10 6 6 11 8.5
5 10 10 9 Y 9 10 9.5



Pode]mowame decyz]l w warunkach

y=0,75




Celem rozbudowy przedsiebiorstwo moze zainwestowa¢ w jeden z czterech
obiektow. W tabeli podano koszty inwestycji w zaleznosci od stanu sytuacji rynkowej
(stan natury I, Il, lll, IV) przy zaktadanych zyskach o tej samej wysokosci dla
kazdego obiektu. Wybra¢ obiekt do inwestycji stosujgc kryterium Hurwicza
przyjmujgc wspotczynnik ostroznosci y=0.2.

Wyroby

Koszty w zaleznosci od stanu natury

I II 111 I\Y v=0.5
Obiekt 1. 5 15 10 0 0 15
Obiekt 2. 10 10 15 30 10 30 20
Obiekt 3. 40 0 50 20 0 50 25

Obiekt 4. 60 0 20 10 0 60 30



Podejmowanie decyzji w warunkach

a Z hature

Regutla Laplace’a.

Analizujac kolejne wiersze macierzy znajdujemy oczekiwana korzys¢ przyjmujac, ze
kolejne stany natury sa rownie prawdopodobne. Wybieramy te decyzje, dla ktorej
oczekiwana korzys¢ jest najwieksza. W przypadku niejednoznacznosci
rekomendujemy wszystkie decyzje, dla ktérych powyzszy warunek jest spelniony.

Rodzaj Warunki pogodowe Oczekiwana
uprawy susze normalne deszcze korzysc
R

1 8 10 12 X
2 10 11 7 28/3
4 11 10 6 27/3
5 10 10 9 19/3



Gry w podejmowaniu
decyzji

O OB

Gra dwuosobowa o sumie zerowe;




Gry w podejmowaniu decyzji

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Macierz wyptat dla gracza A: Macierz wyptat dla gracza B:
a12
Az a,1 Ay eee Aom .. QAopm
An anl anz e anm ce aTlM An _anl _anz oo _anm co e _anM
AN an1 Anz -« Aym ... QnMm AN —ayn1 —An2 ... —Anm --- —AnMm
Gracz A maksymalizuje zyski Gracz B minimalizuje straty

Zwyczajowo podaje sie macierz wyplat dla gracza A



Przykiad

Dwaj kandydaci A i B ubiegaja si¢ 0 mandat poselski w okregu wyborczym. Maja
podjac¢ decyzje o prowadzeniu kampanii wyborczej w ostatni weekend przed
wyborami. Kazdy z nich moze spedzi¢ po jednym dniu w miejscowosci M; lub M,.
Rozwazaja oni (niezaleznie od siebie) trzy mozliwe strategie postepowania:

Aq,B; — spedzi¢ po jednym dniu miejscowosci M, i M,,

Ay, B, — spedzi¢ obydwa dni w My,

Az, B3 — spedzi¢ obydwa dni w M,.

Jezeli kandydat A wybierze strategie A, a kandydat B - odpowiednio strategie B,
B, lub B;, to kandydat A moze si¢ spodziewac przyrostu gltosow o 1%, 2% lub 4%.
Jezeli kandydat A wybierze strategie A,, a kandydat B - odpowiednio strategie B,
B, lub B3, to kandydat A moze si¢ spodziewac przyrostu gltoséw o 1%, 0% lub 5%.
Jezeli kandydat A wybierze strategie Az, a kandydat B - odpowiednio strategie B,
B, lub B3, to kandydat A moze si¢ spodziewac przyrostu gltoséw o 0%, 1% lub -1%.



Przykiad

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Macierz wyptat dla gracza A: Macierz wyptat dla gracza B:
--- ---
B, By Bs B, By Bs
A, 1 2 4 A, -1 -2 -4
A, 1 0 5 A, -1 0 -5
A; 0 1 -1 A; 0 -1 1

Gracz A uzyskuje korzysci kosztem gracza A i na odwrot, stad suma
macierzy wyplat gracza A i B jest macierza zerowa.



Gry w podejmowaniu decyzji

s> Typowe podejscie do rozwigzywania gier
o Wyznaczenie punktu siodlowego
o Usuniecie strategii zdominowanych
o Wyznaczenie strategii mieszanej dla:
* N=21M=2
* N>21M>2



Gry w podejmowaniu decyzji

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Punkt siodtowy: MaX min d,, = = min max S -
1<n<N 1<m<M 1<n<N 1<m<M

3 O I

B, B, .. B, .. By
Al aiq aAqio A1m aim
AZ a,q ar- Aom aArm
An An1 An2 - e Auum <~ MaX mln a.

1<n<N 1<m<M
Ay ay1 Ay ... Aym  --- Qnum
max
T min max A .

1<n<N 1<m<M



Przykiad

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Punkt siodtowy: MaX min d,, = = min max A, =190

1<n<N 1I<m<M 1<n<N 1<m<M

180 150 230 170 150 150
A2 200 210 220 150 190 150
A; 210 230 190 [190° 200 190 <« m% 1[fr1n|<rl\1/| Apm
A, 150 220 170 180 220 150
Ac 210 200 160 150 210 150
max 210 230 230 190 220

T min max a__

1<n<N 1<m<M



Gry w podejmowaniu decyzji

Strategia zdominowana i dominujaca
Gracz A dysponuje strategiami: A, A,, ..., Ay

Strategia A jest zdominowana przez strategie A , (dominujaca)
jezeli Vm=12,...M a, <a,

Gracz B dysponuje strategiami: B, B,, ..., B,,

Strategia B, jest zdominowana przez strategie B, (dominujaca)
jezeli VN=12,...N a,, =a,



Przykiad

Usuwanie strategii zdominowanych

ok, T
Ay

1 2 4 < Strategia dominujgca
A, 1 0 5
Az 0 1 -1 <« Strategia zdominowana
o P —
A B, B, B
Aq 1 2
A, 1 0
0 T - Strategia zdominowana

T - Strategia dominujaca



Przykiad

Usuwanie strategii zdominowanych

A B, B,

A 1 2 <« Strategia dominujaca
A7+ 8 < Strategia zdominowana
-
A B
1 2
Aq i
T T - Strategia zdominowana

Wynik gry T - Strategia dominujaca



Gry w podejmowaniu decyzji

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Strategie mieszane: [TadX min d . # min max S -

1<n<N 1<m<M M 9N 1<m<M

Blai | @ | o |Gm | o | au_
A B, B, .. B, .. By

P2 A, az; ap .eo Qom oo Qoym
pn An anl anz PRIPE - PRIPES anM

PN Ay ay; apz oo AN oo ANy



Gry w podejmowaniu decyzji

Roéwnania dla gracza A
D8y + Pay =V, /By
0,8, + Py, =V, [ B,

0, + P, =1

0, =1- P
D18y, + (1_ Py )a21 :VA / B1

0,8y, + (1_ pl)a22 :VA / Bz



Gry w podejmowaniu decyzji

Roéwnania dla gracza B

0,84, 0,8, :VB / A1
1851 T (a5, :VB / Az
1"'(312:1

2 _1_q1
184, (1 Q1) =V /Al
1891 +(1_Q1)a22 :VB / Az




Przykiad

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Punkt siodtowy: Max min a7 min max d .

1<n<N 1I<m<M 1<n<N 1<m<M

Bl | |

A B, B, B;

Aq 3 —3 7 -3

A, -1 5 2 1 <« max min a

4, 0 4 4 4 1<n<N 1<m<M
max 3 5 7

T min max a__

1<n<N 1<m<M



Przykiad

Usuwanie strategii zdominowanych

B
A B, B, B,
P1 Aq 3 —

3 < Strategia dominujaca
P2 AZ —1 5

p3 Aj 0 -4 3 <« Strategia zdominowana
T T - Strategia zdominowana
T - Strategia dominujaca

Poniewaz strategie A3 oraz Bz sa zdominowane p3=q3=0.
Pozostaje wyznaczy¢ : pq1, P2, 1 oraz q,



Przykiad

3

Réwnania dla gracza A
3p,— P, =Va/B
-3p,+5p, =V, /' B,
0, +p, =1




Przykiad

N=M=2 Roéwnania dla gracza B

30, —3q, =V I A
_q1+5CI2 :VB / Az
q,+q, =1

d, :1_q1




Gry w podejmowaniu decyzji

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Strategie mieszane N>2, M>2:

e
B, B, .. B, .. By
ai

P1 1 1 Qg2 A1m ai1m
13 A, a1 apy ver  Oom cee Qo
Pn Ap  app Ay ceo Apm eeo Qpm
PN Ay ay;  apz oo Qnm ... Anpm

W tym przypadku rozwigzanie gry sprowadza sie do
rozwigzania zadania programowania liniowego



Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza A

D&, + P,a,, + 4+ Py@yy, =Va /B, m=12, .. M
0, + P, +-+py =1 /V,
0, =20 n=12,...,N

\%alm+&a2m+---+ﬂa >1/B, m=12..M
A

VA VA Nm —
P P Py ]
VA VA VA VA

Prso n=12 .. N
V

A Niech: X n=12....N

< ‘313



Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza A
& X +a, X, ++a,Xy =1/B, m=12.. M

1
X1+X2 +°°.+XN —_—
VA\
Xn 2 0 n=12..N Gracz A maksymalizuje zysk
Ostatecznie zadanie dla gracza A

min (X, + X, +---+ X, )=V

Amin
X+ X9 40y XN

<—— Zatem nalezy minimalizowaé¢ wyrazenie

Przy ograniczeniach:
A X+, X+ +ay,Xy =21 m=12....M
X, 20 n=12,...,N

P, =X Vi, N=12,...., N



Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza B
a,+0,a,++quay <Vs /A, n=12..., N

0,+Q,+---+0, =1 / Vg
q,=20 m=12 ..., M

ianl‘Fiang"'”""q_ManM Sl/An n=12,...,N
VB VB B
q]_ +q2+ ._|_qM _ 1
VB VB VB VB



Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza B

a.y,+a,y,+--+a,yy <1/A n=12.. N

1
y,tVY,+:--+Yy =— | Zatem nalezy maksymalizowac wyrazenie
V

y, =20 m=1 Zh

Ostatecznie zadanie dla gracza B

Mmax (Y1+ Yot ot Yy ):V
Yi:¥20-0¥m
Przy ograniczeniach:

a, y,+a,y,+---+a ¥y <1 n=12 ..., N
y, =20 m=12,....M

Gracz B minimalizuje straty

B max

qm — ynVBmaX1 m:1,2,..., M



Przykiad

Gra dwuosobowa o sumie zerowej

Punkt siodtowy: Max min a7 min max d .

1<n<N 1I<m<M 1<n<N 1<m<M

2

1 0
Az 2 4 3 2 <« max min A .
max 5 4 3 l<n<N l<m<M
T
min max A

1<n<N 1<m<M



Przykiad

B
A B, B, B,
P1 A4 5 0 1

Zadanie dla gracza A p2 = 4 2 4 3  Zadanie dla gracza B

niech x_ :&, n=12 niech y_ :q—m, m=123
V, B
II]an(Xl +X,) max (Yo + Y2+ Ys)
Przy ograniczeniach: Przy ograniczeniach:
5X1+2X2 >1 5y1_|_0y2_|_y3£1
0x; +4Xx, 21 2y, +4y, +3y, <1
X, +3X, =21

y,20y,20y,20
X, =20 Xx,=20



Dziekuje za uwage




