
 

Wykład 3. Elementy wspomagania decyzji
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Wyniki:
➢ wnioski i hipotezy
➢ metody projektowania
➢ metody zarządzania
➢ algorytmy sterowania
➢ metody diagnostyczne

odniesienie wyników
do obiektu

Efekt:
➢ nowa wiedza
➢ nowe obiekty
➢ procedury zarządzania
➢ urządzenia sterujące
➢ aparatura pomiarowo-
-kontrolna

zjawisko, 
proces, obiekt

eksperyment wyniki

badacz

model porównanie

doskonalenie 
(poprawa) modelu

Cel:
➢ poznanie
➢ projektowanie
➢ zarządzanie
➢ sterowanie
➢ diagnostyka
itp.



 Sformułowanie zadania decyzyjnego

 Typowe zadania decyzyjne

 Analityczne metody optymalizacji
o Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

o Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
metoda mnożników Lagrange’ a

o Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi
metoda Kuhna – Tucker’a

 Numeryczne metody optymalizacji - wprowadzenie
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Decyzja: różne typy elektrowni

)1(x

Elektrownia wodna Elektrownia atomowa Elektrownia wiatrowa

Obrazy:
http://ziemianarozdrozu.pl/encyklopedia/67/hydroenergetyka
http://kresy24.pl/showNews/news_id/5871/
http://windy-future.info/2009/10/13/large-wind-turbine/

)2(x )3(x

Cel: minimalizacja kosztów wytworzenia:

Ograniczenia:

321 ,, ccc – koszt jednostkowy 
wytworzenia energii

)3(

3

)2(

2

)1(

1

)3()2()1( ),,( xcxcxcxxxF ++=

– spełnienie zapotrzebowania na energię: ++ )3()2()1( xxx

– możliwości poszczególnych elektrowni: 3,2,1,0 )( = nx n

n 

)3()2()1( ,, xxx - obciążenie elektrowni –
zmienne decyzyjne
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http://ziemianarozdrozu.pl/encyklopedia/67/hydroenergetyka
http://kresy24.pl/showNews/news_id/5871/
http://windy-future.info/2009/10/13/large-wind-turbine/


Zmienne decyzyjne:
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Funkcja celu: )(xFy =

Zbiór rozwiązań dopuszczalnych (zwykle określony przez wskazanie ograniczeń):

xx D

Decyzja optymalna: ),(min)( xFxFx
xx D

 =→

( ) ( ) xxxFxFx D=+→ *~~

( ))(max)(min xFxF −−=

Decyzja zadowalająca:
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Zadanie decyzyjne bez ograniczeń: S

x RD =

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
równościowymi:

 SLxxxx L

S

x ==== ,0)(,,0)(,0)(: 21  RD

)1(x

)2(x

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami 
nierównościowymi:

 0)(,,0)(,0)(: 21 = xxxx M

S

x  RD
)1(x

)2(x 0)(1 x

0)(2 x

0)(3 x
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0)( =x

)1(x

)2(x



 Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
– metoda współczynników Lagrange’a

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 
nierównościowymi – metoda Kuhna-Tuckera
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 Programowanie liniowe
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Zmienne decyzyjne:

Funkcja celu:

Ograniczenia:
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 Programowanie kwadratowe
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Zmienne decyzyjne:

Funkcja celu:

Ograniczenia:
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 Programowanie ilorazowe
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Zmienne decyzyjne:

Funkcja celu:

Ograniczenia:
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 Programowanie całkowitoliczbowe

Zmienne decyzyjne:  Ssxx s

xx ,,2,1,)( == CDD

)1(x

)2(x

zero – jedynkowe (Boolowskie)
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 Mx xxxx ,,, 21 =D - typoszereg

Inne równoważne

( )   Ssxx s

x ,,2,1,1,0 ==D - programowanie



( ) ( ) 

( ) 

( )  ( )  MmxELlxEx

E

xFExF
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,

 ====

==

=













R

DD

( ) ( )xFxFx
xDx

 =→ min

F(x,)x



y



Konstruujemy ciąg przybliżeń na podstawie wartości funkcji           w danym 
punkcie

)(xF
x

0x

)( 0xF

1x

)( 1xF

2x

)( 2xF

 xxN

)()(  xFxF N



   

x

)1(x

)2(x

0x 1x
2x 3x
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),(min)( xFxFx
xx D




=→



 



1x  


2x 

3x

1F  

2F

3F

)(,),(),( 21 xFxFxF M

x – wektor zmiennych decyzyjnych

– kilka różnych funkcji celu – ocena wielokryterialna
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Proces dynamiczny:


0y

1y 2y Ny 1+Ny

0x 1x Nx

),(1 nnn xyPy =+

http://www.all-freeware.com/

n – takt

nx – decyzja w n – tym takcie

ny – stan procesu w n – tym takcie

Zadanie decyzyjne: znaleźć ciąg: ,,,, 10



Nxxx 

dla których wskaźnik                                przyjmuje wartość minimalną( )NxxxQ ,,, 10 

15





3.0  Przydatne definicje, własności



)(min)( xFxFx
xx D

 =→Zadanie optymalizacji:

Minimum lokalne: )()(
),(0 xFxF

xOx
 

  

Minimum globalne: )()( xFxF
xx  

D

x

F

Minimum 
lokalne

Minimum 
globalne
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Funkcja wypukła:

−+−+ 1,0),()1()())1(( 2121  xFxFxxF

1x 2xx

)( 1xF

)( 2xF

F

Zbiór wypukły: −+  1,0,)1( 21, 21
 xxx xx

x
DD

1x 2x
1x

2x

– zbiór wypukły – zbiór niewypukły
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Funkcja pseudo - wypukła:

Zgodnie z rozwinięciem Taylor’ a funkcji mamy:

  ( )02000 )()()()( xxOxFxxxFxF x

T −+−+=

  )()(0)()( 000 xFxFxFxx x

T −

x

F

Funkcja quasi - wypukła:

  = )(: xFx xDD – zbiór wypukły

x

F
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Gradient:
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jest macierzą symetryczną

Własności Hessjanu:

H
xx

F

xx

F
ijji
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)()(

2

)()(

2

00   HxxT

x S
to jest dodatnio określonyJeżeli

00   HxxT

x S

00   HxxT

x S

00   HxxT

x S

H

H

H
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Jeżeli to jest ujemnie określonyH

Jeżeli to jest dodatnio pół określony

Jeżeli to jest ujemnie pół określony
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SiijhH
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== - macierz Hessa

( )   0detdet,,2,1
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Jeżeli
to macierz H jest 
dodatnio pół określona

Jeżeli to macierz H jest 
dodatnio określona

Wartości własne macierzy H

( ) ShhhhIH ,,,0det 21 =− - wartości własne macierzy H

Jeżeli

Jeżeli

0,,2,1 = shSs  to macierz H jest dodatnio określona

0,,2,1 = shSs  to macierz H jest dodatnio pół określona

Kryterium Sylwestra:







Zadanie decyzyjne bez ograniczeń: S

x RD =

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
równościowymi:

 SLxxxx L

S

x ==== ,0)(,,0)(,0)(: 21  RD

)1(x

)2(x

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami 
nierównościowymi:

 0)(,,0)(,0)(: 21 = xxxx M

S

x  RD
)1(x

)2(x 0)(1 x

0)(2 x

0)(3 x
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0)( =x

)1(x

)2(x



 Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
– metoda współczynników Lagrange’a

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 
nierównościowymi – metoda Kuhna-Tuckera
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3.1 Analityczne warunku optymalności



Założenie:            jest funkcją ciągłą i różniczkowalną.

Zadanie optymalizacji: )(min)(
S

xFxFx
x RDx =

 =→

)(xF

Warunkiem koniecznym aby       było minimum lokalnym jest:
x

Sxx xF 0)(
*
=

Jeżeli jest funkcją pseudo - wypukłą, powyższe równanie jest warunkiem 
koniecznym i wystarczającym aby        było minimum globalnym

)(xF
x

27

Jeżeli             jest dodatnio pół określona                  to rozwiązanie 
powyższego równania jest minimum globalnym

( )xH Sx R

Jeżeli             jest dodatnio określona                  powyższe równanie ma jedno 
rozwiązanie      i jest ono minimum globalnym

( )xH Sx R
x



Warunki optymalności drugiego rzędu:

Jeżeli jest dodatnio pół określona w punkcie        

to      jest minimum lokalnym

)( xH

)( xH

x

x

x
x

x
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( )xF

x

Sxx xF 0)(
*
=Równanie                                 może mieć wiele rozwiązań

Jeżeli jest ujemnie pół określona w punkcie        

to      jest maksimum lokalnym
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3.2 Metoda mnożników  Lagrange’a



Zadanie optymalizacji: )(min)( xFxFx
xx D




=→

 SLxxxx L

S

x ==== ,0)(,,0)(,0)(: 21  RD

0)(1 =x

)1(x

)2(x

xDx
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 Metoda współczynników Lagrange’ a

)()()()(),(
1

xxFxxFxL T
L

l

ll  +=+= 
=



















=
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2

1

Warunki konieczne optymalności:

Sxx xL 0),(
,
=  



Funkcja Lagrange’a:

,
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2

1
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Lx
xL 0),(

,
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41

- wektor
współczynników
Lgrange’ a

 ,)()()( xFxGrankxGrank x−= 

gdzie:

 )()()()( 21 xxxxG Lxxx  = 

Rozwiązanie regularne



Warunki optymalności drugiego rzędu:

Jeżeli jest dodatnio określona w punkcie        

to      jest minimum lokalnym

)( xHL

)( xHL

x

x
x

x
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Powyższy układ równań może mieć wiele rozwiązań

Jeżeli jest ujemnie określona w punkcie        

to      jest maksimum lokalnym

( ) ( ),xLxH xxL =Oznaczmy:

Jeżeli funkcja           jest wypukła, a ograniczenia są liniowe czyli mają 
postać                                                                     to powyższy układ równań 
ma jedno rozwiązanie i jest ono rozwiązaniem optymalnym 

( )xF
Llxpx l

T

ll ,,2,1,0)( ==−= 



0)( =x

)1(x

)2(x

)(xx

)(xFx



1x



2x

Warunek konieczny optymalności:

( ) 0)()(, =+= xxFxL xx 

R – współczynnik Lagrange’ a

gdzie:
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( ) ( ) ( )xxFxL  +=,













Sxx xL 0),(
,
=  



Lx
xL 0),(

,
=   



0)( =x

)1(x

)2(x

)(xx

)(xFx



1x



2x

Warunek konieczny optymalności:

R – współczynnik Lagrange’ a

gdzie:
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( ) ( ) ( )xxFxL  +=,



 Metoda Lagrange’ a - Przykład 1

( ) ( )2)2(2)1()( xxxF +=

04)( )2()1( =−+= xxx

4

)1(x

)2(x

4









=

2

2
x

)(x
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )4, 212221 −+++= xxxxxL 
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 Metoda współczynników Lagrange’a – Przykład 2 
rozwiązanie nieregularne

( ) ( )2)2(2)1()( xxxF +=

( ) ( ) 01)(
3)1(2)2( =−−= xxx

)1(x

)2(x









=

0

1
x

)(x
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )31222221 1, −−++= xxxxxL 
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 Metoda współczynników Lagrange’ a - wyjaśnianie

S

L

l

lxlxx xxFxL 0)()(),(
1

=+= 
=



 )()()()( 21 xxxxG Lxxx  = 

0)()( =+ xGxFx )()( xFxG x−=

  LxFxGrankxGrank x =−= )()()( 

Rozwiązanie powyższego równania liniowego istnieje jeżeli i jest jednoznaczne gdy:

53

oraz niejednoznaczne gdy:

  LxFxGrankxGrank x −= )()()( 



Sxx xL 0),(
,
=  



Jeżeli F(x) jest funkcją ciągłą, różniczkowalną i wypukłą oraz ograniczenia 

są liniowe  to układ równań:

ma jedno rozwiązania i jest ono rozwiązaniem zadania optymalizacji z 
ograniczeniami  równościowymi.

Powyższy układ równań w tym przypadku jest warunkiem koniecznym i 
wystarczającym         

Lx
xL 0),(

,
=   
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)(,),(),( 21 xxx L 



Uogólniona metoda współczynników Lagrange’ a


=

+=
L

l

ll xxFxL
1

00 )()(),,( 

Warunki konieczne optymalności:

Sxx xL 0),,(
0,,0 =  



Uogólniona funkcja Lagrange’ a:

Lx
xL 0),,(

0,,0 =   
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 Uogólniona metoda współczynników Lagrange’ a

S

L

l

lxlxx xxFxL 0)()(),,(
1

00 =+= 
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S

L
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lxlxS
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x xxFxxF 0)()(0)()(
11 0

=+=+ 
==




1O 00 

2O 00 = S

L

l

lxl x 0)(
1

=
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- z tego warunku otrzymamy

rozwiązania regularne

Podobnie jak poprzednio otrzymane rozwiązania wymagają zbadania

warunków drugiego rzędu czyli zbadania określoności macierzy:

).,,(),,( 0

2

0  xLxH xxL =

10 = S

L

l

lxlx xxF 0)()(
1

=+ 
=
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- z tego warunku otrzymamy rozwiązania

nieregularne



 Metoda współczynników Lagrange’a – Przykład 2

( ) ( )2)2(2)1()( xxxF +=

( ) ( ) 01)(
3)1(2)2( =−−= xxx

)1(x

)2(x
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( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )31222221
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2.3 Metoda Kuhna-Tuckera



Zadanie optymalizacji:

)(min)( xFxFx
xx D

 =→

 0)(,,0)(,0)(: 21 = xxxx M
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)2(x 0)(1 x

0)(2 x

0)(3 x
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Warunki konieczne optymalności:

Funkcja Lagrange’ a:
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 gdy rozwiązanie jest regularne

gdzie:
- wektor

współczynników
Lgrange’ a
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Warunki konieczne:
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jak bez ograniczeń jak z ograniczeniami równościowymi
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Warunki konieczne optymalności:

Funkcja Lagrange’ a:
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 gdy rozwiązanie jest regularne
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Przykład 2 – rozwiązanie nieregularne
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– kierunek w SR

 x

s dxdxD DR +=  0:)(

Zbiór kierunków dopuszczalnych Zbiór ograniczeń aktywnych
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Jaki warunek musi spełniać na ograniczeniu aktywnym?
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Uwaga: Nie każdy kierunek, który spełnia warunek                               jest kierunkiem 
dopuszczalnym. Może to prowadzić do rozwiązania nieregularnego
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Podzielmy zbiór kierunków
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Twierdzenie Kuhna – Tuckera – warunki konieczne optymalności:

Jeżeli x* jest minimum lokalnym zadania z ograniczeniami nierównościowymi, 

funkcje                                      są ciągłe oraz funkcja F  jest różniczkowalna to 

istnieje zestaw współczynników Lagrange’a * takich że wraz z x* spełnia

Funkcja Lagrange’ a:
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1. Karlina: ograniczenia                                             - liniowe( ) ( ) ( )xxx M ,,, 21 

2. Slatera: ograniczenia                                             - wypukłe oraz zbiór rozwiązań
dopuszczalnych ma niepuste wnętrze

( ) ( ) ( )xxx M ,,, 21 

3.Fiacco – Mac Cormica: w punkcie optymalnym gradienty wszystkich ograniczeń
aktywnych są liniowo niezależne, czyli:

są liniowo niezależne( ) ( ) =

 
xxmx xxIm 

4. Zangwila: )()(  = xDxD

5. Kuhna – Tucker’a: dla każdego kierunku                     istnieje krzywa regularna
rozpoczynająca się w punkcie        i styczna do tego kierunku
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Ograniczenie 1 i 2 są aktywne

Gradienty ograniczeń sa liniowo zależne

W punkcie warunek Fiacco – Mac Cormica 

nie jes spełniony  

Rozwiązanie 

nieregularne



Warunki konieczna i wystarczające:
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Jeżeli funkcje                                                      są ciągłe i różniczkowalne oraz 
funkcja           jest funkcją pseudo – wypukłą, a ograniczenia 
są funkcjami quasi – wypukłymi to wkład równań i nierówności:

( ) ( ) ( ) ( )xxxxF M ,,,, 21 

ma jedno rozwiązanie i jest ono rozwiązaniem zadania optymalizacji z 
ograniczeniami nierównościowymi
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Jeżeli              jest punktem siodłowym funkcji  Lagrange’a L(x,) to jest 
rozwiązaniem zadania optymalizacji:
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Warunki Kuhna-Tuckera
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Mogą pojawić się problemy analityczne:

,,F - złożone funkcje nieliniowe

)dim(x - duży wymiar

,,F - funkcje nieróżniczkowalne

F - analityczna postać funkcji nie jest znana, a istnieje 
możliwość pomiaru wartości funkcji w punkcie x

Powyższe przesłanki skłaniają do poszukiwania metod numerycznych 









• Kierunki bazowe i ich 
modyfikacje – metody 
bez gradientowe.

• Kierunki oparte na 
gradiencie funkcji –
metody gradientowe.

• Inne





Uwaga!





 Metody optymalizacji w kierunku
o Podział równomierny

o Podział na połowę

o Złoty podział

o Aproksymacji kwadratowej

o Metoda pierwszej pochodnej

o Metoda znaku pochodnej

o Metoda Newtona

o Metoda Bolzano
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 Bezgradientowe metody optymalizacji
o Hooka-Jeevesa (z krokiem dyskretnym i optymalnym)

o Rosenbrocka (z krokiem dyskretnym i optymalnym)

o Powella

o Neldera Meada

 Gradientowe metody optymalizacji
o Gradientu prostego

o Najszybszego spadku

o Newtona

o Gradientu sprzężonego

o Zmiennej metryki
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 Metody optymalizacji z ograniczeniami
o Transformacji zmiennych

o Funkcji kary

• Kary zewnętrznej (kary)

• Kary wewnętrzne (bariery)

o Metoda compleks

o Poszukiwania losowe
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